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1 Représentation externe

1.1 Signaux a temps discret

Signal a temps discret. Transformée en z. Un signal a temps discret est es-
sentiellement une suite de valeurs z,, scalaires ou vectorielles, indexées par
'entier relatif n € Z. Le signal est noté {x, } ou parfois simplement z,,. Pour
décrire intégralement le signal discret, il est également nécessaire de préciser
lI'intervalle de temps 7" séparant deux valeurs consécutives. Cette information
sera indispensable lorsque nous devrons faire coexister signaux et systémes a
temps continu et a temps discret, mais ne sera pas utilisée avant la section 3.
La transformée en z d’un tel signal {z,, } est donnée par la relation

X(z)= anzfn, zeC (1)

nez

Quand cela est nécessaire, on note 3 I’opérateur qui associe a la suite {z, } la
fonction X
3:{an}— X (2)

Domaine de définition. La transformée en z d’un signal discret {x,} est
définie sur un ensemble en forme de couronne : si les valeurs X (z;) et X (z2)
sont définies, X (z) est également définie pour tout z vérifiant

|z1] < fz] < [z ®)

Si {x,} est un signal causal, c’est-a-dire si z, = 0 pour tout n < 0, cette
couronne est non bornée et donc de la forme

B(0,7) ={z€C, |z| >r} ou B(0,r)={z€C, |z| >r} 4)

EXEMPLE. La suite de Dirac ou impulsion est le signal discret {4,,} défini par

1 sin=0

=10 sinon. ®)
Sa transformée en z est définie pour tout z € C et vaut
Alz)=1 (6)



En temps discret, I’échelon est le signal {e, } défini par

1 sin>0
o= ‘ 0 sinon. )
Sa transformée en z est définie pour tout |z| > 1 ; en effet, si z vérifie cette
condition, E(z) est la somme d’une série géométrique de raison ¢ = z~* dont
le module |q| est strictement inférieur a 1

+oo
_n 1 z
BE =D s =y =i ®
n=0

Propriétés principales. Table de transformées. La transformée en z est une
opération linéaire. De plus, I'effet d'un retard ou d"une avance sur un signal a
un effet tres simple sur la transformée en z du signal :

si {yn} = {xn4p} alors Y(z) = 2P X (2) )

Ces deux propriétés suffisent a déterminer la transformée en » de nombreux
signaux par un démarche illustrée dans I'exemple suivant

EXEMPLE. Considérons le signal causal {z,, } défini par

xn = (—=1)"e, (10)

Pour toutn > 0, on a x,41 = —x, et cette relation est également vérifiée pour

n < —2.Commex_; =0etzg=1,pourn=—1,onaz,+1 =z, + 1. Aufinal,
pour toutn € Z

Tyl + T = 5n+1 (11)

En passant a la transformée en z, on obtient donc (z + 1) X (z) = z x 1, soit

z
X(z)= 12
()= 25 (12)
A
Un raisonnement analogue permet de construire la table suivante.
Signal temporel {z,,} Transformée en z X (z)
z
q"en P

(sinw)z

"o
q" sin(wn)ey, g% — 2 cos(w)qz + 22

22 — (cosw)z

" sin(wn)e
¢ (wn)en g% — 2 cos(w)qz + 22

Figure 1: Table compacte de transformées en z.



Autres propriétés. La transformation en z posséde des propriétés analogues
a la transformation de Laplace. On pourra en particulier retenir

e le théoreme de la valeur finale : si le signal causal {z,,} est a variation

bornée!, alors zo, = lim =z, existe et
n—-+4oo
Too = 1in%(1 — 2 HX(2) (14)
ZzZ—

e Lethéoréme de la valeur initiale: tout signal a temps discret causal {z,, }
admettant une transformée en z vérifie

xo= lim X(z) (15)

z—+00

1.2 Systémes a temps discret

Systemes linéaires invariants par le temps. Un systéme a temps discret est
une application qui fait correspondre a un signal d’entrée {u,} un signal de
sortie {y, }.

{un} {yn}

— »| Systtmeatempsdiscret |

Figure 2: Schéma-bloc d'un systeme d’entrée {u, } et de sortie {yy}.

La transformée en z est un outil adapté a I’étude des systemes a temps dis-
cret linéaires et invariants par le temps. Le systéme est linéaire si l’application
qui le définit est linéaire ; il est invariant par le temps si l'application d'un re-
tard ou d’une avance sur le signal d’entrée produit le méme retard ou la méme
avance sur la sortie.

De tels systemes sont régis par des opérateurs de convolution discrete :

Propriété 1 Notons {h,} la réponse impulsionnelle d’un systéme a temps dis-
cret linéaire et invariant par le temps, c’est-a-dire le signal de sortie associé a
I'entrée {u,} = {4, }. Alors, pour toute entrée {u,} de support fini?, on a

Yn = Zhn—pup = {hn} * {un} (16)
pEL

Démonstration — Pour tout signal de support fini {u,} et tout p € Z, la sortie as-
sociée au signal d’entrée {uy0n—p} est {uphn—p}. Par conséquent, comme on peut écrire
I'entrée {u,, } sous la forme

Up = Z UpOn—p

PEZL

1¢’est-a-dire si
—+oo
Z [Tn41 — o] < +o00 (13)
n=0

2c’est-a-dire telle que u,, = 0 sauf pour une nombre fini de valeurs de n ; cette restriction peut
étre levée sil'on fait les hypotheses de continuité ad hoc sur I'opérateur qui définit le systeme.



la sortie associée prend la forme (16). B
On se convaincra aisément que tout systéme décrit par une relation de con-
volution de la forme (16) est linéaire et invariant par le temps ; cette classe de
systémes se confond donc exactement avec les opérateurs de convolution.
Une sous-classe tres importante d’opérateurs pouvant étre décrits par une
convolution est I'ensemble des systemes régis par des équations de récurrence
linéaires a coefficients constants, de la forme

Yntq + -+ 01Ynt1 + boYo = apUnip + ... + a1Up+1 + GoUp, N E Z (17)

avecp < gq.

Fonction de transfert. Notons {%,} la réponse impulsionnelle d'un systeme
linéaire et invariant par le temps. La sortie associée au signal d’entrée {uf.} =
{updn—p} est {y2} = {uphn—_p}. H(z) désignant la transformée en z de la
réponse impulsionnelle, la transformée de cette sortie est Y?(z) = u,z PH(z2).
Comme l'entrée {u,,} est la somme de toutes les signaux {u? } la sortie associée
a pour transformée en 2 la fonction Y'(z) = >, upz"PH(z). En résumé

Propriété 2 Les transformées en z des signaux {u,}, {h,} et {y,} satisfaisant

{yn} = {hn} * {un} (18)

sont reliées par
Y(z) = H(2)U(2) (19)

La fonction H(z) est appelée fonction de transfert du systeme.

EXEMPLE. Considérons le systéme discret du second ordre caractérisé par

Ynt2 = Yn +Up, >0
Yo = Ao, Y1 = A1 (20)

Prolongeons les signaux {u,} et {y,} par 0 pour n < 0. On se convaincra
qu’alors, on a
Yn+2 = Yn + Up + )\1577,—1 + )\2677,—27 nez
et donc ) 5
1 )\12’_ + )\QZ -
Y(2) = U _
()= 77V + =

Dans le cas ou le systeme est initialement au repos (yo = y; = 0), le systeme sat-
isfait pour tout n la relation y, 42 = y» + u,, et peut étre décrit par un opérateur
de convolution. La relation entre entrée et sortie est alors linéaire ; dans le
domaine en z, on a




1.3 Représentation fréquentielle des signaux a temps discret

La démarche sous-jacente a la définition du spectre d’un signal a temps dis-
cret est analogue a celle qui nous a conduit a la transformée de Fourier dun
signal a temps continu. Il s’agit de construire une fonction #(w) qui permette
de recomposer le signal temporel comme superposition d’exponentielles com-
plexes, donc une fonction telle que

1 [t

T #(w)e™™ dw, n € N

:% -

(le facteur 1/27 simplifiera ultérieurement I'expression du spectre du signal).
Mais cette égalité ne permet pas de définir uniquement Z(w). Les suites {e™“"™}
et {e!(wtA)n) sont égales lorsque Aw est un multiple de 27, par conséquent,
deux fonctions f(w) et g(w) définissent le méme signal temporel {z,,} si

Yw € R, Zf(w + 2km) = Zg(w + 2km)
neZ nez

Pour lever cette ambiguité, on définit le spectre de {z,,} comme la seule
fonction du parametre réel w, périodique de période 27 telle que

1 [ :
F(w)e"dw, n € N (21)

Ty = —
2 J_,

La valeur z,, est donc le coefficient de Fourier du spectre Z(w), et par conséquent,
son expression explicite est donnée par

Z(w) = Z Tpe” W = X (e™) (22)
nez

Le spectre d’un signal discret se déduit donc trés simplement de sa transformée
en z.

1.4 Stabilité entrée/sortie des systemes a temps discret

Les criteres permettant de déterminer si les signaux discrets sont ou non bornés,
évanescents, si les systémes sont stables, etc. présentent une ressemblance
frappante avec les énoncés s’appliquant aux systemes continus. Il suffit de
remplacer la transformée de Laplace par la transformée en = et de remplacer le
domaine de stabilité en temps continu

Demi-plan droit ouvert : {s € C, R(s) < 0}
par son équivalent en temps discret
Disque unitaire ouvert: {z € C, |z| < 1} (23)

Un signal est rationnel si sa transformée en z prend la forme d’une fraction
rationnelle P(z)/Q(z). Si le le signal est causal, alors deg(P) < deg(Q).

Propriété 3 Un signal rationnel et causal est borné si et seulement si



e Tous ses podles sont de module inférieur ou égal a 1.
e Les éventuels poles de module 1 sont simples.
Il est évanescent (il a pour limite 0 quand n tend vers +4-o00) si et seulement si

e Tous ses podles sont de module strictement plus petit que 1.

Formellement, la définition et la caractérisation de la stabilité externe (ou
entrée/sortie) d’un systeme restent inchangées.

Définition 1 - Stabilité entrée-sortie. Un systéme linéaire est stable si tout
signal d’entrée borné engendre une sortie bornée. Un systeme est instable s’il
n’est pas stable.

Définition 2 Un nombre complexe z est stable si son module est strictement
plus petit que 1, instable sinon.

Propriété 4 Un systeme linéaire de fonction de transfert rationnelle H(z) est
stable si et seulement

o (Critere en z) - Tous ses pdles sont stables.

ou bien, ce qui est équivalent

o (Critere en temporel) - Sa réponse impulsionnelle est sommable :

> Al < +o00 (24)

nez

2 Représentation interne. Modele d’état

On appelle modeéle d’état d'un systéme a temps discret tout systeme d’équations
de récurrence de la forme

Tn+1 — f(xnvun)
Yn = g(zn,un) (25)

assorti de conditions initiales xg. Un tel modele est linéaire si les fonctions f et
g le sont ; il prend alors la forme standard

Tpy1 = Az, + Bu,

Yn Cx,, + Du, (26)

2.1 Stabilité Interne

Définition 3 Stabilité interne (systémes linéaires). Un systéeme & temps dis-
cret linéaire autonome d’état = € R™ est

e stable si pour toute condition initiale xo, la trajectoire {x,,} de 1’état est
bornée.

e asymptotiquementstable (ou a. stable en abrégé) si pour toute condition
initiale x, la trajectoire {z,, } de 1’état est évanescente.



e instable s’il n’est pas stable.

La caractérisation effective de la stabilité de tels systémes fait a nouveau ap-
pel aux poles du systeme discret, c’est-a-dire aux valeurs propres de la matrice
de la dynamique A.

Propriété 5 Le systeme linéaire autonome de dynamique

Tpy1 = Az, (27)
e est stable si
VAeo(A), |\l <letsi|A\=1rv\)<1 (28)
e est a. stable si
VAeao(A), |N <1 (29)

2.2 Commandabilité

Considérons le systeme d’état x € R™ et d’entrée u € R™ dont la dynamique
est donnée par
Tni1 = Az, + Buy, (30)

Les notions d’états accessibles, de systtme commandable, se transposent
sans difficulté du cas continu au cas discret : un état = de ce systéme est acces-
sible s'il existe une commande {u,, } et un instant NV tels que xp = 0 etz = .
On note R ou R(A, B) I'ensemble de tous les états accessibles. Le systeme (30)
est commandable si tous les états x de R sont accessibles.

Le critere de commandabilité de Kalman pour le systémes a temps discret
est formellement le méme que pour les systemes a temps continu : appelons
matrice de commandabilité du systéeme la matrice

C=[B,AB,--- ,A""'B] (31)
alors

Propriété 6 - Critere de commandabilité de Kalman. L’espace atteignable du
systéme (30) se confond avec I'image de la matrice de commandabilité

R(A,B)=Im C (32)
En particulier, le systeme est commandable si et seulement si la matrice de
commandabilité est de rang n.

2.3 Retour d’état et placement de poles

La problématique de la stabilisation par retour d’état est identique en temps
continu et en temps discret. Il s’agit maintenant de déterminer si l'on peut
trouver une matrice K telle que la loi de commande

u, = —Kxp, (33)



Tn4+1 = Azyn + Bup -

Figure 3: Rétroaction portant sur 1’état complet du systeme.

stabilise le systeme z,11 = Ax, + Bu,. La dynamique du systeme bouclé
prend la forme
ZTny1 = (A— BK)z, (34)

Comme dans le cas a temps continu, le probleme est résolu sil’on sait placer
arbitrairement les poles du systéeme bouclé, c’est-a-dire les valeurs propres de
A — BK : il suffira de les placer dans le disque ouvert de rayon 1. Or nous
savons qu’il est possible de placer arbitrairement ces poles si et seulement si
la matrice de commandabilité C du systeme & = Ax + Bu est de rang maxi-
mal. Cette condition est satisfaite si et seulement si le systeme a temps discret
ZTp41 = Axy, + Buy, est commandable (cf. propriété 6). Par conséquent, comme
dans le cas continu,

Propriété 7 Il est possible de placer arbitrairement les pdles d"un systeme bouclé
par feedback d’état si le systeme en boucle ouverte est commandable.

2.4 Observabilité

Considérons le systeme d’entrée v € R™, d’état z € R" et de sortie y € RP
caractérisé par les équations standard

Tpy1 = Az, + Bu,

UYn Cx, + Duy, (35)

Deux vecteurs d’état 2! et 22 du systeme sont discernables s'il existe une com-
mande {u,} telle que les signaux de sorties {y. } et {2}, solutions du systéeme
(30) lorsque =g = z' et 7y = 2? soient différents. Dans le cas contraire, il sont
indiscernables. Le systéme sera dit observable si tous les états distincts du
systéme sont discernables.

Notons Z I'ensemble des états indiscernables de 0. Ce sous-espace vectoriel
de R™ peut étre déterminé a partir de la matrice d’observabilité

C
CA

0= . (36)
CAn—l

Propriété 8 - Critere d’observabilité de Kalman. L'espace des états discern-
ables de 0 du systeme (35) se confond avec le noyau de la matrice d’observabilité

I(A,B) =Ker O (37)



Le systeme est donc observable si et seulement si la matrice d’observabilité est
de rang n.

2.5 Structure Observateur-Commandeur

Comme dans le cas continu, l'utilisation d’observateurs permet de pallier a
une mesure partielle y,, de I'état z,, du systeme. Pour estimer a partir de la
connaissance de {u,,} et de {y,} la valeur de I'état inconnu {z,,} du systéeme

Tpt1 = Az, + Buy,
Yn = Cuzy, + Du, (38)
on propose d’utiliser une structure de la forme
fi'nJrl = AZ, + Bu, + L(yn - gn)

le gain L restant a déterminer ; on cherche a choisir cette matrice de telle
sorte que l’estimation soit asymptotiquement exacte, c’est-a-dire que l’erreur
d’estimation e,, soit évanescente

€n =Ty — Tn — 0 quand n — 400 (40)

On souhaite également étre plus précis et pouvoir controler la vitesse a laquelle
cette estimation tend vers 0. La dynamique de l’erreur e,, est donnée par

ent1 = (A—LC)e, (41)

et par conséquent, le probléme se résume a nouveau a placer les poles de A —
LC, opération que 'on pourra effectuer si le systeme discret est observable.

+
Wn Un, Tpt1 = Az, + Buy,
. yn = Cyp
Yn
Y
~ in = Citn ~

Figure 4: Structure observateur-commandeur

L’ensemble observeur-commandeur et systéme initial représenté sur la fig-
ure 4 évolue selon les équations

Tny1 = (A — BK)x, + BKe,

ent1 = (A—LC)e, (42)

Les poles de cette dynamique sont les valeurs propres de A — BK et ceux de
A—LC'; le systeme bouclé sera donc asymptotiquement stable sila dynamique
de la commande par retour d’état et de 1’'observateur sont asymptotiquement
stables.



3 Connexion entre temps discret et temps continu

3.1 Convertisseurs Numériques/Analogiques.

Un convertisseur numérique-analogique est un systéme hybride dont 'entrée
est un signal discret et la sortie est un signal a temps continu. Il est le plus
souvent utilisé comme un dispositif d’approximation : la sortie () doit repro-
duire le plus fidélement les caractéristiques du signal d’entrée {x,, }.

La plupart des convertisseurs sont

e Linéaires : si les entrées discretes {z,,} et {y,} génerent respectivement
les sorties x(t) et y(t), alors a toute entrée de la forme { Az, + py, } corre-
spond la sortie Az (t) + py(t).

e Invariants dans le temps : si un signal {xz,,} est converti en x(t), alors le
méme signal décalé dans le temps (en avance ou en retard) va engendrer
la sortie x(t) décalée de la méme fagon.

Ces deux hypotheses simplifient considérablement 1’étude des convertis-
seurs. Elles permettent en effet de représenter le comportement du convertis-
seur au moyen d’une des donnée suivantes

e saréponse impulsionnelle: c’estla sortie /(t) correspondant a I'impulsion
unitaire {0,,} en entrée.

e sa fonction de transfert H(s) : c’est la transformée de Laplace de la
réponse impulsionnelle ().

e saréponse fréquentielle, donnée par H (iw).
Pour une entrée quelconque {x,,} le signal de sortie x(¢) associé vérifie

—+o0

2(t) = Y anh(t —nT) (43)

n=—oo

X.(#) désignant la transformée en z du signal {z,, } et X;(s) la transformée de
Laplace de z(t), on a
Xi(s) = H(s)X.(e"T) (44)

C’est bien str cette relation qui motive I'appellation fonction de transfert pour
H(s). La fonction s — X, (e%T) est appelée transformée étoile de {x,}. Con-
trairement a la transformée en z, elle tient compte de l'intervalle de temps T'
séparant les valeurs de {z,, }. On notera £* 1'opérateur associé a cette transfor-
mation

L lwn)(s) = 3lwal(e™T) (45)

Enfin, on a également la relation fréquentielle suivante
X, (iw) = H(iw) Xz (eT) (46)

La transformée de Fourier de x(t) est donc directement reliée au spectre du
signal d’entrée {x,}. Plus précisément, la valeur de X (iw) ne dépend que du
systeme et du contenu fréquentiel de {z,} a la pulsation réduite w7. Pour

10



cette raison, il est courant que 'on appelle spectre de {z,} la fonction 27 /T
périodique 4

w i X, (e™T) (47)
dont on pourra représenter le graphe entre —7/7T" et #/T ou 0 et w/T. Ce
changement de définition se traduit simplement par un changement d’échelle
en w.

EXEMPLE - LE BLOQUEUR D’ORDRE 0 (zero-order hold) - 1. C’est, et de loin,
le convertisseur N/A le plus utilisé. Son principe est simple : prendre comme
valeur courante en sortie la derniére valeur recue en entrée. Lorsque les valeurs
x,, parviennent toutes les T secondes au convertisseur, on a donc

x(t) = x, pour tout t € [nT, (n+ 1)T'[ (48)

Le terme ordre 0 fait référence a la classe des fonctions interpolant le signal
discret : ce sont des fonctions constantes par morceaux ; on parle de bloqueur
d’ordre 1 (resp. 2) lorsque l'interpolation est affine (resp. réalisée avec des
polynémes d’ordre 2).

Ce systéme est bien linéaire et invariant dans le temps. Sa réponse impul-
sionnelle est le créneau c(t) d’amplitude 1 entre t = 0 et ¢ = T' et nul ailleurs.
Ce créneau est relié a la fonction échelon par la relation c(t) = e(t) —e(t — T')
par conséquent, dans le domaine de Laplace et en fréquentiel, on a

1— efsT

S

C(s) et Cliw) = Te™ "% sinc (E) (49)

2

EXEMPLE - LE BLOQUEUR HARMONIQUE IDEAL. Nous recherchons un blo-
queur tel que le contenu fréquentiel du signal soit préservé par 'opération de
conversion. Il y a toutefois une ambiguité fondamentale a lever car une si-
nusoide pure de la forme

x, = Asin(wonT)

peut aussi s’écrire

2km
Xy = Asin(wgnT), wi = wo + -
pour tout k € Z. Autrement dit, il est impossible de distinguer si le signal
continu sous-jacent est bien de pulsation wy plutdt que de pulsation wo + 27 /7,
wo + 47 /T, etc. La démarche la plus raisonnable par défaut consiste a associer
au signal discret

) 2
et de spectre %5 (w—wo)
I'exponentielle complexe de de plus petite fréquence parmi les fréquences ad-
missibles, c’est-a-dire le signal

Twont

e , de spectre 216 (w — wy)

Appliquer cette démarche a chaque composante fréquentielle du signal discret
revient a construire le signal continu z(t) de spectre

| TX (e si|w| < @/T
X (iw) = 0 sinon. (50)

11



ce qui, en introduisant la fonction caractéristique x g de la bande de pulsation
B=[-n/T,n/T]
1 si|w| <n/T

xp(w) = 0 sinon. (1)
se réecrit sous la forme multiplicative
X, (iw) = Txp(w)X.(e“T) (52)

Le bloqueur harmonique parfait est donc caractérisé par la fonction de transfert
H(iw) = T'xp(iw). Sa réponse impulsionnelle peut étre déterminée au moyen
de la formule d’inversion de Fourier :

1 [t :
h(t) / Txp(iw)e ™" dw

2m J_ o
Un calcul immédiat nous donne

sin((27/T)t .
T% sit#0

h(t) = Tsinc ((2r/T)t) = 1 sinon.

(53)

EXERCICE - CONVERTISSEURS N/ A ET SCHEMAS D' INTERPOLATION. Un con-
vertisseur N /A réalise une interpolation du signal d’entrée {z,, } si la sortie z(t)
vérifie z(nT") = x,, pour tout n. Déterminer une condition nécessaire et suff-
isante portant sur la réponse impulsionnelle d’un convertisseur pour qu’il soit
un interpolateur. Est-ce le cas du bloqueur harmonique idéal ?

EXEMPLE - UN BLOQUEUR ABSTRAIT. En temps continu, le systeme dont
la fonction de transfert est 1 a une sortie y(¢) identique a entrée w(t). Mais
comment se comporte un convertisseur N/A de fonction de transfert 1 ? La
réponse est la suivante : ce bloqueur associe a I'impulsion a temps discret {4, }
la mesure de Dirac 6(¢), ou de fagon plus générale

—+oo

{zn} — a(t) = Y xn0(t—nT) (54)

n=—oo

L'intérét de ce bloqueur est avant tout théorique : il permet de plonger les
signaux discrets dans I'ensemble des signaux continus et de rendre homogene
le traitement de ces deux types de signaux.

3.2 Convertisseurs Analogiques/Numériques.

Le coeur de tout convertisseur A/N est un échantillonneur, c’est-a-dire un
systéme qui lit la valeur du signal continu x(t) en entrée toutes les 7' secondes
et donne la valeur correspondante en sortie. Il associe donc au signal continu
x(t) le signal discret de valeurs x,, = z(nT).

Alors que cette opération s’exprime tres simplement sur les représentations
temporelles des signaux, son effet sur le contenu fréquentiel est plus complexe.

12



Notons z(t) le signal d’entrée de I'échantillonneur et {x,} le signal de sortie.
Le spectre du signal de sortie peut étre mis sous la forme

00
. 1 .
Xz (esz) _ § Tx(nT)ezwnT]

On reconnait entre crochet une somme de Riemann de pas 7" associée a la fonc-
tion f(t) = x(t)e~**. La grandeur entre crochet est donc une approximation
du spectre du signal continu

X, (iw) = / T e du

— 00

et donc )
X, (eT) ~ ?Xs(z'w) (55)

Cette relation met en rapport de fagon trés simple les contenus fréquentiels
d’un signal continu et du signal échantillonné correspondant ; elle fournit une
nouvelle raison de définir le spectre d'un signal discret par la formule (22).
Mais il ne faut pas oublier que cette formule est approximative ; elle constitue
une bonne approximation lorsque les deux hypothéses suivantes sont satis-
faites :

e La période d’échantillonnage 71" est petite devant le temps qu’il faut au
signal z(t) pour changer sensiblement de valeur.

e La pulsation réduite w7 vérifie |wT'| < .

La formule exacte est donnée par

Xo(e%T) = 2 30 Xililw + 68)), b5 = (2n/T)k (56)
kEZ

Cette relation est peu utilisée en automatique, du fait de sa complexité. Toute-

fois, il existe une méthode systématique et simple pour déterminer de fagon

exacte le spectre d’un signal échantillonné lorsque la transformée de Laplace

du signal continu est une fraction rationnelle. Mettons cela en évidence sur un

exemple.

EXEMPLE - ECHANTILLONNAGE ET TRANSFORMEES. Le signal continu de
transformée de Laplace X (s) = 1/(s + a) (a € C) a pour représentation tem-
porelle

z(t) = e(t)e

Par conséquent, un échantillonnage a la période T' produit le signal z,, =
e(nT)e= T = e(n)(e~2T)" dont la transformée en z est donnée par

X(z)= ——— (57)

z—e T
De la méme fagon, le signal X (s) = 1/(s + a)?, déterminé par

x(t) = e(t)te”
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génere apres échantillonnage x,, = e(n)nT (e~ %T)" et sa transformée en z vaut

donc
Tze T

X(Z) - (Z _ e_aT)g (58)
A
Pour éviter que les différentes composantes fréquentielles du signal con-
tinu d’interferent par la formule (56), on fait souvent précéder I'échantilonnage
d’un filtrage passe-bas afin d’éliminer tous les termes sauf un dans cette somme.
C’est souvent la succession du filtrage puis de I’échantillonnage qui constitue
le convertisseur A/N.

3.3 Conversion systéemes continus/systemes discrets

La plupart des schémas permettant de passer d"un systeme continu a un systéme
discret “équivalent” supposent le choix de convertisseurs N/A et A/N qui sont
intercalés en entrée et en sortie du systéme continu comme représenté en figure
6 pour former un systeme discret.

Figure 5: Conversion systéme a temps continu/systéme a temps discret

3.3.1 Discrétisé exact.

Les choix les plus courants de 'automaticien sont le bloqueur d’ordre 0 comme
convertisseur N/ A etl’échantillonneur pur comme convertisseur A/N. Le systeme
discret alors obtenu est appelé discrétisé exact du systeme initial. Sa détermination
passe par l'utilisation d'un modele d’état du systeme initial : si son entrée u(t)

et sa sortie y(t) sont reliées par les relations

T = Az + Bu

y=Cx+ Du (59)
alors les suites u,, et y,, vérifient

TIn+1 = Adzn + Bdun
avec
T
Ad = eAT, Bd = / eAtB dt, Cd = C, Dd =D (61)
0

EXEMPLE - APPROXIMATION D’UN DOUBLE INTEGRATEUR - I. Ce systeme,
de fonction de transfert H(s) = 1/s?, peut étre représenté par le modele d’état

sous forme standard
Tz = Ax + Bu

y=Cx (62)
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avec
A[gé],B{H,c“ 0] (63)

Déterminons 1’évolution du discrétisé exact de ce systeme, caractérisé par les
équations

Tpy1 = Agxy + Bauy
L'utilisation des formules (61) meéne a
17 T2/2
Ad:|:0 1],311:[ T ];Cd:[l 0 ] (65)

Un calcul direct sur le systeme de récurence (64) donne la fonction de transfert

T2 2+1

=56 1r

(66)

3.3.2 Invariance de la réponse impulsionnelle.

Remplagons le bloqueur d’ordre 0 par le convertisseur de fonction de trans-
fert 1 ; le systéme discret ainsi obtenu vérifie la propriété d’invariance de la
réponse impulsionnelle : la réponse impulsionnelle du systeme discret est
I’échantillonnée de la réponse impulsionnelle du systeme continu.

La détermination de la fonction de transfert du systeme discret dans ce
schéma se fait a partir des tables de transformées : on déduit de la fonction
de transfert H(s) du systéeme continu la forme de la réponse impulsionnelle
h(t) au moyen des tables de transformée de Laplace, puis on détermine la
transformée en z de la suite h,, = h(nT') qui est la fonction de transfert H(z)
recherchée.

EXEMPLE - APPROXIMATION D’UN DOUBLE INTEGRATEUR - II.  La démarche
a mener correspond a I'exemple de la section 3.2 dans le cas particulier a = 0.
Par conséquent, nous obtenons

Tz
H(z) = Go12 (67)

3.3.3 Schémaux de conversions locaux - substitutions

Un moyen alternatif de définir un systeme discret équivalent a un systeme
continu est de le décomposer en sous-systémes élémentaires interconnectés,
puis de calculer le systeme équivalent a chaque sous-systeme. Le systeme
équivalent global est alors défini a partir des sous-systémes équivalents en con-
servant le méme schéma de connexion.

Le systeme élémentaire choisi est le plus souvent l'intégrateur ; on sait
en effet qu'il est toujours possible de réaliser un systéeme linéaire au moyen
d’intégrateurs et de gains statiques interconnectés. Les blocs de conversion
N/A et A/N peuvent varier.
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EXEMPLE - Considérons le filtre du premier ordre de fonction de transfert
H(s) =1/(s+ 1). En écrivant cette expression sous la forme

H(s) = 1+1/j s = 1+II(D((,:))P(5) avec P(s) = %, K(s)=1

on met en évidence que le systéme peut étre représenté par un intégrateur
auquel est appliqué un retour d’état unitaire.

4
U Y
P(s) = % -
K(s) =1
{un} T . {yn}
BOZ —=P(s) = 3 |—»{ECH.

EcH. |« K(s) = 1|«1BOZ

Figure 6: Conversion systéme a temps continu/systéme a temps discret

Adoptons pour les deux blocs apparaissant sur la figure ci-dessus le schéma
de discrétisation exacte. La fonction de transfert du bloc “gain unitaire” est
inchangée par ce processus : K (s) = 1 correspond a K.(z) = 1. Lintégrateur
P(s) est équivalent au systeme de fonction de transfert P,(z) = T'/(z — 1). Par
conséquent, la fonction de transfert équivalente au systeme global est donnée
par
P.(2) T/(z—1) T

TI1HK.(2)P(z) 1+1xT/(z—1) z+T-1 (68)

H.(z)

A

Regle des rectangles - Schéma d’Euler. L'exemple précédent met en évidence
la simplicité de la détermination du systéme discret équivalent : il suffit de
mettre la fonction de transfert sous la forme d’une fraction rationnelle en 1/s
puis de substituer 7'/(z — 1) a chaque occurrence de 1/s. Cette correspon-
dance a été déterminée en apposant a chaque entrée d’intégrateur un blo-
queur d’ordre 0. Le calcul de l'intégral est donc réalisé en supposant que les
données déterminent une fonction constante par morceaux : c’est le schéma
d’intégration numérique appelé méthodes des rectangles.
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On peut bien sur travailler directement sur la fraction rationnelle en s qu’est
H (s) en utilisant la correspondance

(69)

Cette remarque nous suggére une autre interprétation ; formellement, chaque
opérateur de différentiation utilisé dans la définition du systéme continu est
approché par la différence finie suivante

dx ~z((n+1)T) — a(nT)
E|t:nT = T (70)

I s’agit de 'approximation d’Euler pour le calcul d"une dérivée.

Régle des trapézes - Schéma de Tutsin. Ce schéma est trés proche du précédent.
Seule change l'approximation faite pour le calcul de l'intégrale : on utilise
désormais comme convertisseur N/A un bloqueur d’ordre 1 qui interpole les
données discretes linéairement avant que ne soit réalisée I'intégration. En sor-
tie, on réalise a nouveau un échantillonnage standard.

La contribution du signal u(t) en sortie du bloqueur a l'intégrale lorsque
t € [nT, (n+ 1)T] est donnée par T'(u,+1 + uy,)/2. Par conséquent, en sortie de
I’échantillonneur, on a

T
Yn+1 = Yn + E(Un-i-l + Un)

La fonction de transfert de {u,} & {y, }, et donc la valeur correspondant a 1/s
est donnée par

2z—1

Ce schéma est encore appelé transformation bilinéaire.

1 T 1
1 zZ+ (71)
s

EXEMPLE - APPROXIMATION D’UN DOUBLE INTEGRATEUR - III. Dans le schéma

de Tutsin, a la fonction de transfert H (s) = 1/s* correspond I'équivalent discret

T_Q{erlr 72

4 |z—1
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