Corrections Atelier Révision

Correction Exercice 1

1. Avec formule de Cauchy dans disque, on a 27 f/(0 fC(O " 5}2 dw. Avec chgt variable
u = —w, on a l'autre membre de la relation.

z‘z%rfc(o,r) %dw‘ < gri¥2mr = ¢ done 2|f(0)] <

2. Avec inégalité M-L, on a .
4 vr €]0,1[. On fait tendre 7 vers 1 et on obtient 2|f’(0)| < d.

Correction Exercice 2

p(2) est de la forme (z — 21)™ (2 — 22)"2 - - - (2 — 2,)™. Donc A b

p(z) i=1 z—z; °
On a ainsi % p((zz)) dz = Zle ni = y = Zle n;ind(y, z;)z; (d’apres la formule de
Cauchy).

Correction Exercice 3

27t

_ 1 R . . Te 7 N\dz
fC(O,l) P(z)dz = [, p(e??m)i2mei2mtdt = —fo o(ei2mt) 7(2 ,z,,,)th = _fc(o,l) ¢(z)g—2

f(z) 52

1@ g, = 1(2) 2 dz z°dz (d’aprés la relation trouvée pré-

I'= f0(0,1) Z—20 f(J(o 1) z—20 % fC(O 1) z2—=%
cédemment).

On utilise la relation 2z = 1 pour trouver I = fC(O,l) @dz fC(O = ) “dz.

Avec la formule de Cauchy pour les disques : I = f(0) si |z9] < 1ou I = f(O) - f(Z:) si|zo| > 1.

Exercice 4

Avec 0 < r < 1 < R, on choisit v le chemin [-R — —r], puis le demi-cercle supérieur de
rayon 1 daus le sens inverse trigo, puis [r — R] et enfin le demi-cercle supérieur de rayon R dans
le sens trigo.

On choisit la détermination du log avec log(z) = In|z| +iarg(z) sur C\ iR~ qui est holomorphe
sur son domaine.
Soit f(z) = 222 holomorphe sur C\ (iR~ U ).

1422
¢ o Al s N log?(i) _
i est un pole simple de f donc res(f,i) = =5~ = — % .
On applique le théoréme des résidus qui donne f f(z)dz = =T,
f[r_m] f(z )dz = fTR ﬂté dt —r 0, Ro+00 f+oo irjrtﬁ dt (intégrale impropre convergente car In(t) =
op(t™%) et WL — o, (t73) ).

+ + + . .

f[iRﬁfr] f(2)dz —+50, R 400 fo o }‘jrt'; dt + z27rf o 11_';:2 dt — fo o 1_‘7_’;2 (méme raisonne-

ment que précédemment pour cv intégrales impropres).



On sait que f0+°° % =1z

Sur le demi-cercle D, de rayon r, on a | log(z)| < |Inr|+, donc ’fDT f(z)dz‘ < Jy %Hm“ﬂaﬁ =

(|Inr|4+7)2
777"7177,2

—r—0 0.

Idem sur le demi-cercle Dy, on a ’fDR f(z)dz| < WR(\“};;# ——Rsto0 0.

3 . 3 3
Au final, on trouve I + I — 7~ 4427 f0+oo fi; dt = == donc I = %

Exercice 5

C’est clair si f = 0 ou g = 0. Soit a un zéro de g. C est un ouvert connexe donc a est de
multiplicité p > 1 donc il existe une fonction g; telle que g(z) = g1(2)(z — a)? avec g1(a) # 0.
Or a est aussi un zéro de f donc il existe f; telle que f(z) = fi(2)(z — a)? avec fi(a) # 0 et
q> 1
Vz € C,[f(2)] < g(z)| donc g > p.

Soit h(z) = J;Eg = 518 (2 —a)?P. On a lim, ,, h(z) = 0 si ¢ > p ou lim,_,, h(z) = gEZ
q = p donc a est une singularité effagable de h. Ceci étant vrai pour tous les zéros de g alors h
est prolongeable en une fonctione holomorphe sur C.

h est entiére et |h(z)| < 1 donc d’apres le théoréme de Liouville, h est constante.
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